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Resume 

On prouve ici I’inegalite de Melin-Hormander en caracteristiques 2k pour fc € N quel- 
conque. 

We prove in this work the Melin-Hormander inequality for operators with multiple cha¬ 
racteristics. 
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1 NOTATIONS 

On considere dans ce travail des operateurs pseudo-difFerentiels classiques sur R", P = 
P{x, D) ou : 

(1-1) Pu{x) = J e^^^p{x,^)u{^)j0^, 

on p(x,^) est classique, c’est a dire admet un developpement : 

(1.2) p{x,^) =Pm[x,C) + ■ • ■+Pm-j + • ■ • 

on Pra-j est positivement homogene en ^ de degre m — j ; m G R est I’ordre de I’operateur; et 
u G 5(R"). 

Dans la mesure on on va produire une inegalite de borne inferieure, on preferera a la formule 
(HH) la formule de la quantification de Weyl : 

(1.3) Pu{x) = [(J'")u[x) = j 
Comme : 

(1.4) cr(x,C = a est aussi un symbole classique de degre m. 

Par ailleurs ((cr)“)* = (W)'^ et (im-i est le symbole sous principale de P bien defini sur S = 
{(a;,C G R" X R";p^(a;,C = dpm{x,C) = 0}- 

Bien que notre resultat ne concerne que des symboles classiques nous aurons besoin des resul- 
tats du calcul de Weyl d’Hormander [7] volume III page 150. Ce calcul concerne des symboles tres 
generaux dont les proprietes sont definies par un pois m{X) et une metrique gx ou maintenant 
X designe le point courant de R" © R”. 
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Definition 1. Soil X G R" — ^ gx un champ de metriques, on dit que gx est admissible si on a 
les trois conditions : 
lenteur 


(1.5) II existe c et C positives telles que gx{Y) < c entraine gx+Y < Cgx- 


temperence 

(1.6) II existe c et N tels que gx < Cgvil + gxi^ ~ ^))^■ 


principe d’incertitude 
(1.7) 


h^{X) 


sup 


gxjv) 

gxiy) 


< 1 . 


Un pois m{X) est admissible s’il est lent et admissible. 

On dira que P est dans la classe S{m, g) si p € S{m, g) c’est a dire : 

(1.8) \Dip{X){ti,... ,tj)\ < Cjm{X){gxiti)... gx{tj)y^^ pour tout ti,...,tj €M”©R”. 


Les operateurs se composent et pi o p 2 = (_Pi#P 2 )“j Pi# 7*2 = q avec : 

(1.9) qiX)- D^; Dy, Dr,y {pi{x,^)p 2 iy,v))\(x,i)={y,ri) € S{mim 2 h^, g). 

j<N 

Et g G S{mim2, g) si pi G S{mi,g) et p2 G S{m2,g)- On a : 

Theoreme 1.1. Si a € S{l,g) alors : 


(1.10) ||a™||(L(R'>,R")) < Ca oil Ca cst unc semi-norme de S{l,g). 

Theoreme 1.2. L’inegalite de Carding (sharp) s’enonce : si a G S{h~^, g; C{F, F)) oil F est un 
espace de Hilbert et si pour tout X G R. © R”, a(^) > 0 alors il existe Ca ne dependant que des 
semi-normes de a tel que 


(1.11) (a + C7a/d)“'> 0. 

Theoreme 1.3. L’inegalite de Fejferman-Phong s’enonce : si a G S{h~'^,g) est scalaire et si 
pour tout X G R" © R”, a{X) > 0 alors il existe Ca ne dependant que des semi-normes de a tel 
que 


( 1 . 12 ) 


(a + CaT > 0. 


L’inegalite de Fefferman-Phong est tres interessante dans les cas ou il y a pas du tout de 
caleul symbolique asymptotique (elle a d’ailleurs ete inventee pour (i/>)) (voir [5] et [11]) mais 
n’est pas optimale en effet : 

(1.13) a = — 1 ^ 0 et pourtant a™ = — 1 > 0 

En effet la fonction h de ce calcul symbolique est h{X) = (x, done seules des perturbations 
negatives de degre (x,^)“^ ne seraient admises. 

A. Melin puis L. Hormander ont repondu a cette question, a I’aide des invariants symplectiques 
issus des travaux de L. Boutet de Monvel [3] et V. Ivrii-V M. Petkov [9] qui sont le symbole sous 
principal et la trace plus du Hessien. 
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En effet si Pm > 0, sur S = {(a;,^) S r*R” \ 0-,pm{x,^) = 0}, en plus de p^_i on dispose de 
la matrice fondamentale definie par la relation : 

(1.14) V‘^pm{p)it,t') = a(t,Fp^{p)t') pour t et t' e Tp{T*W^) 

On voit assez facilement que Spec Fp^ {p) C iM. et est forme de couples de valeurs propres 
iLiAj, Xj >0. Alors on note : 

(1-15) Ppnrip) = ■ 
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L. Hdrmander a prouve dans [6] le theoreme suivant : 

Theoreme 1.4. Si P{x, Dx) est un operateur pseudo-differentiel classique auto-adjoint sur MS’ 
qui satisfait d : 

Hypothese 1. i) p 2 m > 0 et P2m(0) = E, oii E est une variete lisse de T*'MF \ 0 de rang 
symplectique constant. On note ds la distance a E. 

a) 

(1.16) p 2 m d| powr (x,C) e 5'*(R”). 

Hi) En chaque point p € T,, 

(1-17) P2m-iip) + \tr+Fp^^{p) > 0. 

Alors on a : 

(1.18) {Pu,u) > pouruGCf^ 

Bien entendu si (I1.17|) est remplacee par : 

(1-19) P2m-iip) + > 0, 

alors (|1.18|) devient 

(1.20) {Pu,u) > -C'^rhllm-i pour u G C^; 

qui s’avere en pratique plus utile. 

2 ENONCE DU RESULTAT 

On etend a la multiplicite d’ordre superieure le theoreme dm) ou plus exactement sa conse¬ 
quence (11.2011 quand on a la condition (11.1911 . II est clair que I’invariance exige lorsque le symbole 
principal s’annule a I’ordre 2k sur une variete C'°°E que pour 0 < j < fc, Pm-j s’annule a I’ordre 
2k — 2j sur E. On pent alors enonce notre resultat. 

Hypothese 2. Soir P{x, Dx) un operateur pseudo-differentiel classique quto-ajkoint de degre m 
sur R.". 

i) Pm P 0 etpjj^iO) = E, OM E est une variete lisse de T*R"'\0 de rang symplectique constant. 
On note ds la distance a E. 
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a) II exists k gN, tel que : 


(2.1) Pm-j = 0{d^ pour O < j < k et pm — pour {x,^) € 5'T*(R"’). 

Hi) En chaque point p G S, I’operateur differentiel localise Pe a une borne inferieure strictement 
positive sur . 

Les hypotheses [5] sont invariantes par transformation canonique honiogene. 

On deduit des hypotheses ([2) I’inegalite : 

Theoreme 2.1. Soit P{x,Dx) un operateur pseudo-dijferentiel classique auto-adjoint de degre 
m qui verifie les hypotheses (0), alors pour tout compact K de R”, il exists des constantes ck et 
Ck positives telles que : 

(2.2) (Pw, u) > CK\\u\\l,/ 2 -k /2 - C'^l|w|lm/ 2 -fc/ 2 -i /2 Vour tout u G C^{K). 

Le theoreme (EH) est exactement I’extension a k quelconque du theoreme 22.33 page 364, 
volume III du traite de L. Hormander [7] qui traite le cas k = 1. 

L’operateur localise a ete introduit par L. Boutet de Monvel [3], les invariances par transfor¬ 
mations canoniques ont ete largement developpees a cette epoque. 

On donne une preuve moderne qui s’appuie sur un argument de deuxieme microlocalisation. 
Nous allons d’abord definir correctement P^. Pour cela on reprend I’expose de Boutet de 
Monvel-Grigis-Helffer [4]. On travaille dans des coordonnees {u, v) pres de p € S ou S = {u = 0}. 
L’invariance par changement de coordonnees est une autre question. 

Definition 2. On dit que P G si P{x,D) est une operateur pseudo-differentiel classique 

de degre m tel que pour 0 < j < k/2, Pm-j s’annule a I’ordre k — 2j sur S = {uj = 1,1 < j < p} 
et Tk{P) designs la somme obtenue en prenant les developpements de Taylor sur Uj = 0, ainsi 
obtenus. 

On decompose les champs de vecteurs et suivant leurs composantes tangentes et 
normales a S : 

3 

3 

ou rs et PS sont des champs tangents a E. L’operateur B{v) de matrice Bj s opere de P = R" dans 
iV = RP ; C : P" ^ TV de matrice Cjs. L = {B+C) : ExE* TV, puis enfin A = C^B : N* ^ N. 

Definition 3. Si L{x, = Bx -\- C^, et A = C^B G C{N*,N) on pose 

i) 


(2.5) 


aL/ = y e^^^a{L{x,£,))f{£,)j^^ pouraGS{N). 


Py. = <iA eivec a = Tkp 


ii) On pose : 

( 2 . 6 ) 
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On a dans [4] la propriete suivante : 

Proposition 2.1. 

(2.7) (P o Q)s = Ps o Qs 

Et done pour calculer Px; il faut decomposer P en produit d’operateurs : 

(2.8) P= ^ 


Si P = Pi si Ml = xi, Ps = xi; Si ui = ^i, Ps = 

Maintenant on vent faire le lien avec la quantification de Weyl. 

On a besoin deja d’un calcul symbolique, on quantifie done les symboles avec un grand 
parametre A par la formule : 

(2.9) 9--m(x) = J pA(-vKg(£±I,^,A)M(y)dy^ 

On note pour / un /c-uple I = (ii,... ,ik), le symetrise pour toutes les permutations des 
indices du produit o ... o Uif.. Soit m S K. et a e N, definissons alors comme la classe 
des fonctions qui s’ecrivent : 

(2.10) “ = H on ai e S{A-‘, E), E = 

2<2l<a 

Alors si a G T™-' et M G N, A^/^V^a G T™’', done c T^+m',i+i' g|. ^ 

Proposition 2.2. 

(2.11) PP) = (m(^))“' + r'f avec rj G 


La proposition se prouve aisement en utulisant la forme explicite du calcul de Weyl qui annule 
les temers impairs du developpement lorsqu’on fait un produit symetrique. De plus si les Uj sont 
des coordonnees le calcul (12.1111 est exact et r/ = 0. 

Exemple 1. Supposons et ce n’est pas restrictif que P G soit ecrit de fagon symetrique : 


( 2 . 12 ) 


P = ax^ 


+ 



2 


+ A-ipi 


La condition Px signifie exactement (Ml que : 


(2.13) Q = {aox'^+ 2l3ox^ + + A ^pi{0))'^'^ > 0 sur L'^{R) 


Ce qui dans le cas des formes quadratiques se calcule sous la forme : 

(2.14) Pi(0) + itr+PQ„ >0. 

Calcule en coordonnees [4], on a : 

(2.15) Px= 

\a\ + \/3\+2j=k 
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3 PREUVE DU THEOREME (EZD 

On ne va donner une preuve que dans le cas on E est symplectique, les autres cas se deduisent 
directement. D’ailleurs les termes involutifs n’ameliorent pas les conditions sur les termes d’ordres 
inferieurs et disposent d’un calcul symbolique avec h petit done ajouter des termes involutifs est 
une generalisation facile. 

On commence par des reductions standards. 

Le theoreme (EH) etant asymptotique et microlocal, il se reduit a une inegalite avec grand 
parametre A pour un operateur pseudo-differentiel P = dont le symbole est classique : 

(3.1) p{x, A) = A'^qmix, ^) + ... + A"^~^qm-i{x, 0 + ■■■ 

les qm-j peuvent aussi dependre de A avec qm-j & S')!)!") oil L = \dX\'^ et X = (x,^). 
L’ineealite 12.21 est ecrite microlocalement : 

Proposition 3.1. II existe un petit voisinage V{po) de chaque point po de E et pour chaque 
iV € N, des constantes c>0 et Cm > ^ telles que : 

(3.2) (P0U, 0u) > cA™-'=||0u|p - CwA-^lluf, 

oue = {erx9{x)ec^{v{po)). 

Vu les hypotheses sur E, on pent choisir des coordonnees symplectiques dans lesquelles E = 
{(a:, ^) S Xi = ... = Xd = = ■ ■ ■ = = 0}. Puisque toutes les hypotheses sont invariantes 

par transformation canonique homogene. 

On change les notations et on ecrit maintenant X = {X,Xn) ou X sont touts les variables 
de R” ©R", X G R'^eR'^, X„ G R"-^©R’"-'^, E = {X;X = 0}. 

L’operateur localise Pe est alors un operateur differentiel a symbole polynomial en X de 
degre au plus 2k. Quantifie en wa, le symbole total n’a pas la bonne homogeneite, puisque a: et ^ 
sont respectivement les symboles de x et leur commutateur vaut A“^ tout comme A“^gm-i. 
On se simplifie la tache si on quantifie autrement. 

On introduit la transformation unitaire dans 

(3.3) TAu[x,Xn) = u{A~^/'^X,Xn)A~'^^'^ . 

(3.4) = (g(A-i/2^,Ai/2^,a„,e„))“^ = {q{A-^/^X,Xr,)r^-X 

Dans la formule (13.31) . uii,a est la quantiheation 1 dans la variable x et A dans la variable x„. 

Si Qi G S')!, r) et Qi = 0{d\.), alors par la formule de Taylor a I’ordre I, Qi = X*(5i_;(X, X„) 
oil Qi^i G s(i,r). 

Si maintenant on remplace g(X, X„) par g(A“^/^X, X„) (13.41) ; Qi = X^Qi i{X,Xn) devient 
FfiX, X„) = A-'/2q, ^(A-i/2x, X„)XK 

(3.5) Fid = Qi,i(A-i/2x,X„) G S(l,rA) avec Pa = A-^\dX\^ + |dX„p; 

Remarque 1. Cependant maintenant Fid seulement supporte par une boule Br = {X, |X| < 
PA^/^} oil R est petit et designe le diametre de V{po). 

Ce que Ton veut montrer est que Ton peut localiser dans I’espace des X de fagon a reduire 
Pi(X,X) a Pi,o(U^n) = A-1/2Q, ,(0,X„)X' Soi si a > 0, 

(3.6) ga = + MX„|2 
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avec daiX) = |X| + a, X' e S{dl,ga). 

La condition S'(l, La) C 5'(1, ^a) entrame que da{X) < il faut done avoir |X| < 

et prendre a < la premiere de ces deux conditions sera assuree si on a pris des symboles, 

dans le calcul de depart, a support pres de po G On veut de plus avoir un calcul pseudo- 
differentiel, il faut done verifier les conditions du calcul de Weyl : 

Proposition 3.2. Si a > 1, la metrique ga est lente et a temperee et les poids d™ sont lents 
et a temperes pour tout m € M.. La fonction h du calcul (l,r) corespondant vaut : ha{X) = 
max(da(X)“^, A“^) < 1. On veut de plus composer une classe S{m, ga) avec une classe S{m', gb), 
il vaut verifier que ha,b(X) = max((da, A“^) < 1, soit afifi G S(rnm',g„^ia(a,b))i si a & 
S{m,ga) et 13 G S(m',gb). 

C’est en effet bien connu et parfaitement evident. On a done montre : 

Proposition 3.3. Il resulte des hypotheses d’annulation, F 2 k- 2 j = F 2 k- 2 j G S{X^~^d^~'^figa) 
dans {|X| < i?A^/^} et si 1 < a < CA^/^. On se trouve bien localise dans une zone {|X| < i?A^/^} 
a cause de la remarque fi¬ 
ll est clair qu’il va falloir mieux localiser que dans des boules de rayon meme si R est 

petit. 

Soit p > 1 a choisir, comme la metrique pp est lente, on pent faire des partitions de I’unite 
avec des symboles S'(l,pp). Soit : 

(3.7) xl{X)+X2{X)^ = l, 

avec Xj G S{l,gp), supp yi C B(0,p) et supp X 2 C B(0,p/2)'=. 

3.1. La zone X 2 = {X, |X| > l/3p} n {|X| < i?A02}. 

On commence par minorer la contribution de la zone X 2 . 

La partie principale obtenue pour j = 0 verifie Fm > cA’”“*(p+ |X|)^^, a cause de I’ellipticite 
transverse. Or pour j > 1, F 2 k- 2 j < CdXl +p)^^“^-^ . L’operateur total est elliptique positif dans 
la classe S{A'^~^d'^^ , gp) si p est assez grand. 

L’application de I’inegalite de Fefferman-Phong permet de voir d’emblee que si Q = TaPT^^, 

(3.8) {Qx2Xou,X2Xou) > cA™"'=||x2XodpMf - A’"“'=C'max(p"2, A"i)2||Mf. 

Prenant les commutateurs avec X 2 on trouve que : 

(3.9) A"’”+'=((Qx1)’"''''Aou, xom) > c||x2dpXouf - CUd^-^xoMlp- 

Cat max(p“^, A“^)^||m|P pour tout X G N, 

ou xo est une microlocalisation au sens usuel dans P(po), mais comme (13.91) est valable avec 
n’importe quelle fonction X 2 supportee par |X| > cp, on pent remplacer le dp“^ par dp“^, car 
dans X 2 dp ~ di, ceci modulo un d~°° done : 

(3.10) A"™+'=((Qxi)“'''''XoM, Xou) > c||x2dJxoMf - C\\d’l~'^xouf- 

Cat max(p“^, A“^)^||m|P pour tout X G N. 

3.2. La zone Xi = {X, |X| < 2p}n{|X| < i?A^/^}. Il faut d’abord reduire chacun des symboles 
Pm-j a son developpement de Taylor a I’ordre 2k —2j sur X = 0, puisque c’est la qu’est exprimee 
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la condition sur le localise. On ecrit la formnle de Taylor de Pm-j a I’ordre 2k — 2j avec reste 
integral : 


(3.11) - 2jp^_,)(0,X„)X2fc-2^ + 

-'=-l/ 2 (V 2 '=- 2 ^-lp^_j)(TA-l/ 2 A:,X„)A: 2 '=- 2 i+l 

Dans le second membre de (13.111) . aucun des deux termes n’a de support localise en X, le 
premier terme est bien dans la formnle du localise, pour estimer correctement le second terme 
et ses derivees on doit multiplier la formnle (13.1111 par une fonction de la premiere localisation 
notee X 3 qui vaut identiquement 1 sur le support des Pm-j- Ceci s’ecrit : 

(3.12) A™-^p„_,(A-i/2x,X„) = + 

(X, X„, A)X2'=-2J + 1 . 

fj a son support contenu dans une region W 3 = {(X, X„); A“^/^|X| < i?}, repetant I’argument 
de (13. 5p . on voit que fj G S{l,gp), G 5'(dp^“^^+^). Done dans une region comme Xi, 

on |X| < Cp, on a un terme total dans S'(A™“^“^/^,^p). p est une constante independante de 
A, il faudra done supposer que p = p^^^^ est petit. 11 n’y a pas de doute qu’on pent aussi 

supposer que xa vaut 1 sur un voisinage du support de xi- 
Done : 

k 

(3.13) X? E A”^-^p™-,(A-i/2x, X„) = x?A™-'=Qfc(X„)(X) + S{K^-\p + A-i), 5 p). 

1=0 

On fait maintenant trois constatations : 

i) Pour chaque X„, Qk a une borne inferieure positive sur . 

ii) Pour chaque X„, 

(3.14) Qk > cNk — C dans if] 

on Nk = X]|a|<fc(A“)*A“ on L = {Dy-\-iy) est un createur de Lf . On sait que pour tout s G 
R, X| G et a pour symbole modulo , gi), la fonction {J^j . 

C’est par exemple une consequence des travaux de J.M. Bony beaucoup plus generaux [2]. 

iii) Les points i) et ii) entrainent qu’on a aussi Qk > cNk- 

On deduit de ces trois remarques qu’on pent appliquer a la XiQk une inegalite de sharp-Garding 
vectorielle comme operateur pseudo-differentiel en X„ a valeurs dans C{L^). En effet pour chaque 
X„, I’operateur N^. ^^‘^Qk{Xn)Np, est defini positif et borne sur Lf et il est aussi dans 5(1, gi). 
L’operateur xii^k^^"^ Qk{Xn)Nff^^‘^)xi > c((xi)“)^> il y a done C telle que : 

(3.15) {Qkv,v) > -CA’^IInll^ + c||xiu||^- 

1/0 

On applique (13.151) hv = Nf.' rt, soit : 

(3.16) {QkNl/\,Nl/\) > -CA-i||xEuf + c||xiivE«ir 


fl (1 _ T-)2fe-2j 
3 {2k - 2j)\ 


A" 
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+ R, R est un commutateur entre ou Qk et xii done le calcul 

symbolique S{m, gi)4^S{m', gp) s’applique (13.2L la fonction h du calcul mixte vaut h < 

On trouve que r G S{p^d~^~^d^~^,gi) pour tout > 0, quand = 0 on obtient r S 
S{p~^d^~^,gi). De meme [A^^^jXi] G S{dll~^d~^,gi). On a obtenu : 

(3.17) ^-^+\{Qxlr^’^Xou.X^u) > cIlTVi/^Xoiif -0/i||uf. 

II est evident qu’on pent remplacer A^^/^ par n’importe quel operateur elliptique de S{di,gi). 

II suffit maintenant d’ajouter (13.1011 et (13.1711 pour obtenir : 

(3.18) A“™+'=((Q)“'1'^xom,xom) > c||diXow||^ - Cp~^\\d'l~^xou\\'^ - CpWuW^. 

On conclut en faisant tendre correctement p —>■ oo et /r ^ 0. On a done prouve le theoreme. 
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